Optimizagao
Nao-linear

O
Problemas de optimiza¢do nao-linear

m A fungdo a minimizar (maximizar) nao é
linear
Exemplo:
m Z=43x,2+log(x,)*sin(x,<3),
com x,3-x,! <10

N&o existem métodos “universais” para este
tipo de problemas...

= Mas existem varios métodos para casos particulares,
e técnicas aproximadas bastante gerais.

e
Tipos de problemas nao lineares

m Uma dimensao, sem restrigdes, e com uma
expressao diferenciavel
Facil (?), usando método de Newton

m Uma dimensao, com restricbes
Também se faz..

m Multidimensional, com restricées, sem
expressao (facilmente) diferenciavel
Complicado...

"
Métodos para problemas nao lineares

m Métodos matematicos “classicos”
Método de Newton (de gradiente)

m Método de Monte Carlo

Tantos
algoritmos

m Hill- Climbing novos!1!
m Simulated Annealing

m Algoritmos Genéticos

m Tabu Search

" JEE
Optimizacdo vs Pesquisa

m Problema de Problema de pesquisa

optimizacao Seja um ponto inicial
Dada uma fung&o Encontrar o 6ptimo da
) funcéo f(X)

encontrar o seu

6ptimo (méaximo ou Problema de pesquisa
minimg) Cada um faz a em paralelo

sua pesquisat!} Seja um conjunto de

ot : pontos iniciais
ww Encontrar o éptimo da
funcéo f(X)

" JEE
Propriedades de f(X)

m Optimizagdo Matematica

= Dominio Gradiente

RN m Optimizagdo com

In restricdes

) Multiplicad d
Sutl) conjunto de R" ou L;‘gr';’n'gi ores ae
e n
Simbolos m Optimizagao Inteira
Invesltigagéo operacional

m Propriedades de f(X) classica

Derivavel m Métodos heuristicos

Néo derivavel Hill- Climbing

Simulated Annealing
Algoritmos Genéticos
Tabu Search
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Outros Exemplos

m Problema das N- m “Assignment
Rainhas Problem”

Qual a fungéo de Um conjunto de n
optimizagéo ? pessoas é capaz de

Problema de realizar n tarefas. O
satisfagéo de custo da pessoa i
restricbes fazer a tarefa j € c;.
Encontrar a atribuigcéo
¢ X, =N de tarefas (t,,...,t,)que
X, =X, Yj#i minimize o custo
n
X, =X +(j—i) Vj>i minimchi,,
i,jefl, N} P
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Mais exemplos

“0-1 Knapsack problem”

Um conjunto de “n” itens deve ser empacotado numa
mochila com capacidade de C unidades. Existem v;
unidades de cada item “i” e usa c; unidades de
capacidade. Determine o subconjunto | de items que

podem ser empacotados de modo a maximizar
Tantos

ro. problemas
maxzmozvi giros!!! )
iel _‘
tal que Z ¢ < C S
iel

" JEE
Mais outro exemplo

m Coloracdo de um grafo

Um grafo é definido por um conjunto de nés, alguns
dos quais estéo ligados entre si através de arcos.
Dois nés ligados por um arco séo designados por
adjacentes. O problema da coloragdo de um grafo é
atribuir cores a cada um dos nés de tal modo que
dois nés adjacentes ndo tenham a mesma cor.

“O objectivo é encontrar o numero minimo de cores
capazes de colorir um grafo.”

Uma nova terminologia \._‘
m Estado — Solugéo ]
m Conjunto dos descendentes — Vizinhanga

m Espaco de estados — Espaco de solugdes

Solugio inicial

X X
0
1 ¢ 0, ox4
Solugdes —, “— Relagbes de
Vizinhas X, . Vizinhaca
2 X3 X0

X X

" JEE
Codificacdo dos estados e
operadores

= Dominios em Q"

Codificagéo: vectot . » Problema das N-
com um ponto em R rainhas

Calculo dos

m Dominios simbdlicos

Exemplos de

descendentes codificagdo
= Orientada: Método do = Vector de inteiros de 1
gradiente a N sem repeticoes

= Nao orientada: Exemplo do operador
Adicionar vector = Mudar duas das
aleatorio por exemplo posicdes seleccionados

gaussiano aleatoriamente




O
Meétodo do gradiente

m Seja uma funcéo f(x,, ..., x,) derivavel.

X=X, +1vf(X )‘ X=X,

m O minimo de f(x,, ..., x,) ® O maximo de f(x,, ..., x,)

é dado por é dado por
x;+1:x;7 (’)f(X) X;+I:XZ+WQZ(X) )
o | X=X' Y X=X
i=l-nat=0,-, =1, nAt=0,--T

T _"- i
= 4
:
Wi

I
Meétodo do gradiente a 1-Dim

m Método de Newton
O “passo” n pode ser dado pela propria derivada
Seja f(x) a fungdo a maximizar
Seja X, uma solugédo inicial
Entéo f(x)

Xyt =X
S

X3

A

" I
Método do Gradiente (caso geral)

Problema: maximizar f(X) em que f(X)
é derivavel
Seleccionar uma solugéo inicial X, €
sRn
. X=X()J”?Vf(X],\':,\'0
repita
se f(X) > f(X,) entdo X, = X
até critério de paragem

X, é a solugéo.

Hill-Climbing

(ou stochastic hill-climbing)

F———
Hill-Climbing

Problema: maximizar f(s)

Seleccionar uma solugéo inicial s, € S

repita
Seleccionar aleatoriamente s eN(Sq) /* N, ¢ aviznhangade so */
se f(s) > f(sq) e -

entdo sy = s; Contador = 0;
senao Contador = Contador + 1

ate critério de paragem

S € a solugéo.
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Exemplo do caixeiro viajante

m Consideremos o espago
de solugdes
representados pela
sequéncia de 6 letras, em
que s6 a primeira e a
ultima séo repetidas.

m O conjunto de vizinhanga
definida pela troca de
duas letras

m Considere o ponto inicial
ABCDEA




Solucéao

ADBCEA ou AECBDA

I
Problemas com o Hill-Climbing

m Para nas seguintes situagdes
Maximos locais
Planaltos
Arestas.

Simulated Annealing

Kirkpatrick (1983)

“When optimising a very large system (i.e.
a system with many degrees of freedom),
instead of “always” going downhill, try to
go downhill “most of the time”.

Annealing

m Na fisica da matéria condensada refere-se
como “annealing” o processo que se segue:
Um sélido num banho quente é aquecido,
aumentando a temperatura até um valor maximo. A
essa temperatura, todo o material encontra-se na
fase liquida e as particulas arrumam-se
aleatoriamente
A temperatura do banho quente é arrefecida
suavemente, permitindo que todas as particulas se
arrumem no estado de menor energia dessa
estrutura.
Em Portugués:
= Arrefecimento Simulado, Resfriado Simulado, ...
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Algoritmo de Metropolis (1953)

m Desenvolvido para simular a evolugéo de um sistema
fisico quente que tende para o estado de equilibrio
térmico.

m Em cada passo do algoritmo, um atomo do sistema é
sujeito a um pequeno deslocamento aleatorio.

m Calcula-se a variagdo AE da energia do sistema.
Se AE < 0 o deslocamento é aceite. Se né_oﬁdeslocamento s6

sera aceite com uma probab%:(%g) =e T

onde T é a temperatura
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Simulated annealing

Problema: minimizar f(s)

Seleccionar uma solugao inicial sO € S; uma temperatura inicial T > 0;
e uma funcéo de redugdo de temperatura o

repita
repita
Seleccionar aleatoriamente s eN(s0)  /* N(s0) é a vizinhanga de st‘_/ ’.
8 = f(s) - f(s0)

se § <0 entdo s0 = s; Contador = 0;
sendo
seja x um um numero aleatério entre 0 e 1
se x < exp(- 8/T) entdo sO = s ; Contador = Contador + 1
até Contador = Nmax
T=oT)

até critério de paragem
s0 ¢ a solugéo.

Algoritmos
Genéticos

" JEE
Algoritmos Genéticos

m Baseado na simulagdo da dinamica de
populagdes

m A pesquisa é baseada em populagbes

m Terminologia
Populagéo - conjunto de descrigbes de individuos
Cromossoma - descri¢gdo de um individuo
Gene - Posigao dentro do cromossoma
Alelo - Valor existente no gene

fitness - medida de adaptagao do individuo ao meio
ambiente

Esquema basico

Seleccdo para a
= @ —1 Reproducio
reproducio

Mutacio

Substitui¢io @

Operadores
m Selecgéo para m Mutacao
reprodugao
Uniforme Depende do problema
Roleta Inversao
Integral Troca de dois genes
Torneio

m Substituicdo

m Reproducgéo ou Cross- Completa
over Parcial com selecgao
Depende do problema = Uniforme
= Roleta
Cruzamento 1 ponto |
= Torneio

Cruzamento de n pontos




O
Selecgao para a reproducao

m A hipétese de um = Roleta

L Escolha aleatéria e
individuo ser directamente proporcional

seleccionado para a a0 seu fitness
reproducdo é funcdo  w Integral
do seu fithess Respeita a muito

rigidamente o fitness
relativo

m Torneio
Dois individuos
seleccionados
aleatoriamente disputam
um torneio. O melhor
passa.

O
Um exemplo muito simples

m Encontrar o maximo
da fungéo f(x) = x2 no
dominio [0, 31] [00000] > x = 0

m Qual a fungao de [01100] » x = 12
fitness? [11101] — x = 29
f(x)
m Como codificar?

Utilizaremos uma
codificagéo binaria de 5
bits

m Exemplo de
cromossomas

" JEE
Processo de seleccao para o
exem p|O (12 geragéo)

Desc. | Crom. X fx) ﬁ

1 01101 13 169 0.14 0.58 1

Selec.

2 11000 24 576 0.49 1.97 2

3 01000 8 64 0.06 0.22 0
4 10011 19 361 0.31 123 1
Soma 1.00 4.0
Média 0.25 1.0
Maximo 0.49 1.97

" JE
Cruzamento

Exemplo
Cr1-11101001
Cr2-10101101

Seja o ponto de cruzamento 4

m 1 Ponto de cruzamento
Sejam dois cromossomas
de dimenséo “N”".
Seleccione-se
aleatoriamente um ponto
de corte do cromossoma Cr1411101p0o1
(1...(N-1)). Cada um dos
dois descendentes recebe Cr2 - MOinio8
informag&o genética de Descendentes
cada um dos pais Desc 1 {11101101

Desc 2 {10101p01
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Cruzamento - Outro exemplo

m 2 pontos de = Exemplo
cruzamento Dois cromossomas pais
Semelhante ao caso | |
anterior mas agora com
a escolha de dois | |
pontos de corte

Dois descendentes
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Processo de cruzamento para o
exem p|O (12 para 22 geragéo)

Cromos. | Conjuge Ponto de Nova Valor x f(x)
Cruzamento | Populagio
01101 2 4 01100 12 144
11000 1 4 11001 25 625
11000 4 2 11011 27 729
10011 3 2 10000 16 256
Soma 1754
Média 439
Maximo 729




" B " T
Processo de selecgao para o Efeito de passagem de uma
exemplo (22 geragéo) geragao para outra
Desc. Crom. X Jx) L L Selec. u 1a GeragéO:
>l 7 24,19,13, 8
1 01100 12 144 0,08 0,33 0 a ~
2 [11o01 25 625 | 036 | 143 1 m 2% Geragao
3 |0t 27 729 | 042 | 166 | 2 27,25,16,12.
4 10000 16 256 0,15 0,58 1 .
Soma 1.00 4.0
Média 0 | 1 m n-ésima Geragéo (c/ mutagéo)
Miximo 042 | 1,66 31,31,30,27

"
Tabu Search

m Algoritmo de m Proposto por Fred
Tabu Search pesquisa com um Glover (1986, 1990)
unico ponto

= Tem memoria
Memoriza os Ultimos

movimento
Tabela de Tabu
" B " AT
Exemplo do “Tabu Search” Tabela de Tabu

m Pretende-se construir m Codificagdo 2 3 4 5 6 7

um modulo de 1
material isolante EHE
composto por 7
camadas de
diferentes materiais

= Operador de 3
vizinhanga
Trocar dois médulos




lteracao O lteracao 1
Tabela de Tabu Tabela de Tabu
2 3 45 6 7 NX) Af 2 3 45 6 7 NX) Af
[fs[7[3[a[e]1] 1] o4 2[4]7[3]s[e[1] | o
_ 2 74| 4 - 16 2 23] 1
S =10 3 36| 2 i 3 36( -1
@ 4 23] 0 ﬁ 4|3 71| 2
BREEEED T RC BOEOECE L0 [
fiX)=16 e fiX)=18 T
" B "
Iteracéo 2 Iteracado 3 - Aspiracao
Tabela de Tabu Tabela de Tabu
2 3 45 6 7 NX) Af 2 3 45 6 7 NX A
2la[71]s[e[3] [T HEIE: 4[2[71]s[e[s] [T s[o]r4m
%) =18 2 24( 4 <@ 7 = 14 2 3 3| 2
3 76| -6 3 710 0
@ 4|’ 4507 T ﬂ 4! 13/ 3| T
42[7]1]s[6[3 L S 5]2[7]1]4[6[3 sl =]
fX) =14 — fX=20
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Iteracéo 4
Tabela de Tabu
23 45 6 7 NX®A
sl2f7]1la[e[3] [T o |
fX) =20 L l
3 63| -5
a4’ sal6|T
5 26| -8
6 L




