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Capitulo 3

Transformadas de Fourier e Fourier Discreta
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/ Motivagao para a transformada de Forier
e Para calcular aresposta de um SLIT a

um sinal
- Partir o sinal em vdrios sinais sinusoidais
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— Calcular o modo como o SLIT responde a cada

um deles
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/ Defini¢cdo da transformada de Fourier\

e Defini¢do:
sinais continuos
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/ Dominio da frequéncia
[ Anilisc de Sinais ]

e Qualquer sinal (') pode ser decomposto numa
soma de exponenciais complexas

- Uma exponencial complexa é a soma de um seno com um
coseno

ein=cos(wn) +jsin( wn)

e A decomposicdo em senos e cosenos é muito Util
pois sdo sdo fungées proprias de SLITS: a forma de
onda de saida é idéntica a da entrada, diferindo
apenas a amplitude e fase

N-m-/ Y

Y

\ - Facilidade de caracterizagdo: bastam dois parametros

/ Motivagao para a transformada de Forier \

Andlise de Sinais F
e Como partir um sinal em sinusoides ?
- Ver qudo semelhante é o sinal a cada seno
— Fazer a projecgdo do sinal sobre “eixos de sinusoides”

L

— Produto interno de vectores -> produto interno de sinais

o

/ Comentdrios sobre a Transf. de Fourier
Anilise de Sinais F

e Dominio do tempo vs Dominio da frequéncia
— Corresponde a olhar para a mesma coisa segundo angulos diferentes
— Podemos passar de um dominio para o outro sem perder informagdo

- Arepresentagdo no dominio da frequéncia chama-se ESPECTRO DE
FREQUENCIA

Dominio do tempo

x(t)

»(®

Transformada
de Fourier

h(t)

X(@) — H(w) — Y(o)

\ominio da frequéncia

o
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/ Existéncia da transformada

e Os somatérios/integrais

podem divergir X(@)= Y x(n)e ™"
— A transformada ndo existe nesses Pt
casos (ou é infinita...)

e Condigoes SUFICIENTES

— Condigoes de Dirichelet:
—x(t) é absolutamente somdvel/integravel
—No caso continuo, x(t) tem que ter um nimero finito de
maximos/minimos, € um nimero finito de
descontinvidades em qualquer intervalo finito
(sempre verificado no caso discreto)

X(0)= Tx(t)e’j‘”'dt

-

e Outros casos

/ Comentdrios sobre a Transf. de Fourier

Anilise de S

— Usando fungdes de Dirac é possivel calcular a transformada
de muitos mais sinais (senos/cosenos,escaloes, fungoes
continuas

/ Comentdrios sobre a Transf. de Fourier
[ Anilise de Sinais =)

e Grande complicacacgado:
— A transformada de um sinal real é um sinal complexo

— Cada ponto no espectro é caracterizado por uma
magnitude uma fase (ou parte real/parte imagindria)

Real . e . .
- Exemplo: e-iet = sin(wt)+jxsin(ot) = sinusoide complexa

7 - %%ﬂ]&w&
,
Imaginiria

Imag

¢ Grande simplificagdo:
— Transforma convolugdes em multiplicagoes
— Convolugdo de sinais no tempo =
Multiplicagdo das suas transformadas no tempo !

=40

YO =XO*h@O) = [xOh(t—7) = V() = X(@)H ()

T=—0

- O cdlculo da resposta de um SLIT a uma dado sinal de
entrada torna-se muito facil se formos capazes de passar
de/para o domininio da frequéncia

N

/ Transf. de Fourier de sinais discretos
[ Andlise de Sinais =

K Visdo tri-dimensional Visdo catesiana Qg

/ Ponto da situagdo com MATLAB

e Exercicio:

— Rotina para calcular a convolugdo entre 2
sinais
—Poderemos calcular a saida de um SLIT
quando excitado com um sinal qualquer

— Rotina para calcular a transformada de Fourier
num dado ponto (frequéncia)

—Poderemos calcular o espectro de um sinal
num conjunto arbitrdrio de pontos

—Poderemos calcular a saida de um SLIT

e Ideia base:

- Ver qudo semelhante é o sinal em causa com cada uma das
sinusoides

— Medida de similitude: produto interno
—A componente de frequéncia x é o produto interno (ponto
a ponto), entre o sinal e o seno dessa frequéncia !
e A transformada de um sinal discreto é uma fungao
continua !
— Nao da jeito nenhum... vamos ter que a calcular num conjunto finito de pontos

e O espectiro de um sinal discreto é periédico !
- Como elen=g-il@*2nn X(w) = X(o+ 2w)

EAVANVANESS

/ Amostragem
[ Anilise de Sinais____ Jp=]

K quando excitado com um sinal qualquer

e Questoes:

— Com que periodicidade devo
amostrar sinais continuos quando A
estou a converté-los em digitais ?

- Qual arelagdo entre a frequéncia
“real” do sinal, e a “frequéncia
digital” ?

- Qual arelagdo entre “n” e “"” Xc(f)

e Conceito de A ‘ ‘ ‘
periodo/frequéncia de L] J_\
amostragem | e

- Intervalo entre 2 amostras = T, (Tsqmpie)

- 1/T, = f=Frequéncia de amostragem

X4(n)= x(nT)
N R
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/ Amostragem
[ Anilise de Sinais )}

e Se multiplicar o sinal analégico por um “pente de
Diracs”, obtenho o digital !

X
]

T Multiplicalgdo no tempo =

\ s convolugdo na frequéncia

/ E agora os bonecos...

Anilise de Sinais F

Amostragem a uma
frequénca f=1/Ts

tempo (continuo)

() T =1/

Ts

Transformada

de Fourier / tempo (digital)

o=n
freqéncia (digital)

/ Consequéncias da amostragem
A 2Ef)

>

®p

e Se o sinal original for limitado em frequéncia, tendo
uma largura de banda de o,, € possivel obter o seu
espectro sem erros.

e Se se diminuir a frequéncia de amostragem, hd o
risco do espectro “interferir com si proprio”

D et

A

N = o

/ Frequéncia em continuo e em digital
eQual a relagdo entre frequéncia de um sinal
continuo e desse mesmo sinal amostrado ?

—EXPLICAGAO INTUITIVA

—Sabemos que 2 frequéncias que diferem em 2x serdo
rigorosamente idénticas quando amostradas.

—Sabemos que de w=r a 2x a “taxa de variagdo” diminui

—Sabemos que o=r corresponde & maior frequéncia digital
possivel

—Sabemos que no dominio do tempo, o sinal digital de maior
frequéncia é aquele em que duas amostras consecutivas tém
sempre sinal contrdrio e a mesma amplitude (pente alternado)

—Sabemos que o pente alternado tem uma frequéncia de
1/(2*Ts)=f,/2, e quem um sinal digital de fréquéncia = é um
pente alternado !

—Logo, um sinal continuo de frequéncia f,/2, quando amostrado

\ com uma frequéncia f,, tem uma frequéncia digital x.

/ Para quem esteve a dormir... \

Anilise de Sinais F

e Regra de 3 simples...

fCOnﬁnUO = fS/2 g fdigiiul == 3.141 6-..
fs/2 =
fconﬁnuo - fdigi}ol

e Para os que ainda mais “distraidos”:
_fdigiial = fconﬁnuu x 27u/fs

\ —feontinua= fdigiial x fs/2n !

/ Teorema da Amositragem
Andlise de Sinais F
e S6 é possivel amostrar um sinal sem perder
nenhuma das suas caracteristicas se ele for limitado
em frequéncia

e Para ndo perder nenhuma caracteristica (e ser
possivel reconstruir o sinal sem erro) é necessdario
amostra-lo com uma

—frequéncia de amostragem pelo menos 2
vezes superior a sua largura de banda

® 2 x @, = frequéncia de Nyquist

e Frequéncia de amostragem mais baixa:
— Altas frequéncias interferem nas baixas

\ — Haverd “ALIASING” no dominio do tempo !
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/ Amostragem em frequéncia
o Amostrar lentamente no tempo - aliasing na frequéncia

o Amostrar lentamente na frequéncia - aliasing no tempo

V'
Al F

\ AV VAR

x(f) 2z

-
—~V v F

n pontos

n pontos

¢ Amosiragem de modo a ndo perder informagao:
— USAR TANTOS PONTOS NA FREQUENCIA COMO NO TEMPO

/ Mais comentdrios...

e Aumentar a frequéncia de
amostragem:

— Aumenta a largura de banda que podemos
amostrar sem erros

— A frequéncia digital corresponde a frequéncias
cada vez maiores

e Aumentar o nUmero de pontos
amostrados no tempo:
— Aumenta a resolugdo em frequéncia

— Quanto mais tempo tenho para amostrar,
melhor distingo frequéncias préximas

N ot

/ Propriedades da Transformada de Fourier

e Dado F(x()=X(w)
o linearidade
x(t) = ay(t) + bz(t) «<E—> X (w) = a¥ () + bZ(®)
o Deslocamento no tempo
x(t—t) <>’ X (jw)
e Simetria do conjugado

X ()t X' (—w)

— Mas se x(t) for real, x*(t)=x(t) logo X(w)=X*(-w)
- Se X(w)=X*(-@) entdo
— PARA SINAIS REAIS, o espectiro de poténcia é um sinal PAR

N af

/ Propriedades da Transformada de Fourier \

Anilise de Sinais F

e Diferenciagdo

d);(tt) s joX (o)

e Integragdo

jx(r)dr@,i)((m) +7X(0)5(e)
jo

—o

e Multiplicagdo (modulagao)

A\ at

/ Propriedades da Transformada de Fourier
e Relagdo de Parseval (Conservagdo da energia )

o L
j ()| de = 5ﬂ)((w)\zaza)

e Pares notdveis de sinais/transformadas
- Para ndo andar a fazer contas...consultar TABELAS!

— Exemplo:
(j b ®

— Pulso quadrado « Sinc
/T +n/T

T 4Tt
t

r(0)=5(0p(0) > R@) = —((0) (@)

/ Transformada Inversa
Anilise de Sinais F

o Transformada Inversa
- Recupera o sinal a partir da sua fransformada

X(©) =[x "dt - e x(t)=71nTX(m)e*f°"dm

—0

X(o)= Zx(n)e’jm <+—> x(n):ziJ'X(m)e’f“’”dm
T 2n

T P

N o
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/ Cdlculo da transformada

e H4 uma série de simetrias que fazem com que os
mesmos coeficientes sejam usados vdrias vezes
— SIN(x)=COS(n/2-X)
- Ha vdrias técnicas, mas todas elas reduzem drasticamente o
tempo de cdlculo
— FFT - Fast Fourier Transform
—A partir da definigdo — n?
—Com FFT — n log(n)
— Semelhanga entre fransformada directa e inversa

—As rofinas de FFT com pequenas alteragées calculam
também a transformada inversa

Anilise de Sinais

o Exercicio em MATAB
— Imagine que um dado radar transmite um sinal da seguinte
forma: x(ﬂ=4sin(4E9/2n *{)+sin(2.3E6//2x * 1)
- Calcule numericamente o espectro desse sinal (com 1024
pontos) usando directamente a definicao de transformada e
usando a rotina FFT do matlab. Calcule a diferenga de tempo

K gasto em cada uma das opgoes
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