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3° ano dos cursos EN-AEL e FZ

Balistica Externa

m Obijetivo pratico do estudo da balistica externa:

Fornecer os dados necessarios a elaboracdo de projetos de pecgas e projéteis

Criar programas (anteriormente tabelas) para prever trajectorias em diversas

condigdes

Criar diregdes de tiro (anteriormente tabelas de tiro) para utilizagao durante o tiro
m E necessario fazer medigdes prévias muito precisas de dados

geométricos e cinematicos de algumas trajetorias experimentais.

m Destas medi¢des extraem-se parametros caracteristicos que
permitem efetuar calculos necessarios

m Balistica externa tem um aspeto experimental, bem como um
matematico e computacional.
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» S
Balistica Externa

m Na balistica externa (em primeira aproximagao) nao
estudamos senéao trajetdrias cujas formulas geométricas
apresentam uma simetria de resolugdo em torno de um
€ixo e que possuem uma boa estabilidade
aerodinamica.

m Nestas condicdes a resultante das forgas aerodinamicas
pouco se afastara da diregdo do movimento do centro
de gravidade do projétil e a sua grandeza nao sera
significativamente influenciada por este afastamento.

Balistica Externa
@

Resisténcia

Peso (g)

m Em geral o estudo da trajetéria de um projétil
estabilizado pode ser considerado como o de um ponto
(centro de gravidade) ao qual sdo aplicadas duas forgas:

O peso do projeétil;

A resisténcia do ar, tangente a trajetoria, cuja grandeza é
apenas funcédo da velocidade do centro de gravidade e das
carateristicas do ar no ponto considerado.

m Este problema é, todavia, tao longo e dificil de resolver
que é habitual separa-lo em duas partes
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Problema balistico principal

m |nicialmente resolve-se o designado Problema Balistico
Principal, supondo-se o projétil numa atmosfera padrao,
sem vento, cujas carateristicas fisicas variam de acordo

com uma lei bem determinada.

Problema balistico secundario

Passa-se depois ao Problema Balistico Secundario onde

se procede ao calculo das alteragdes em alcance

resultantes de perturbacgdes, tais como:

Vento

Derivagéo giroscopica

Diferencas entre a atmosfera padrao e a real
Forma do projétil

Etc....
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Nomenclatura da trajetoria

m Entende-se por nomenclatura da trajetoria

o conjunto de nomes e as definicbes dos
varios elementos que compdem a

trajetoria

Nomenclatura da trajetoria

m Trajetdria

A Trajetoria é a curva descrita no espaco pelo centro de gravidade
do projétil.

Os Limites da trajetéria tem como origem a boca da pega (O) no
momento do fogo e termina quando embate no alvo ou interceta o
ponto de queda.

Ponto de chegada

Ponto de queda
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" JE
Nomenclatura da trajetoria

m Carateristicas da trajetdria na atmosfera

A curva da trajetéria tem a concavidade voltada para baixo;

O ramo descendente é sempre mais curvo e menos extenso que

N

0 ascendente.

" JE
Nomenclatura da trajetoria

m Horizonte da pecga

E o plano horizontal que passa pela origem da
trajetéria.

AN

Z

10
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" J
Nomenclatura da trajetoria

m Linha de tiro

E a linha reta definida pelo prolongamento do eixo da
peca em pontaria.

v

a4

11

Nomenclatura da trajetoria

= Velocidade inicial (V)

Velocidade de translacao do projétil ao abandonar a
boca da pega.

Vo

5

12
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" NN
Nomenclatura da trajetoria

m Plano de tiro
o E o plano vertical que contém a linha de tiro.

13

_

Nomenclatura da trajetoria

m Linha de sitio

= E alinha reta que une a boca da pega com o alvo, ou a
linha reta que une o eixo do 6rgao de pontaria com o

5

14
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Nomenclatura da trajetoria

s Linha de mira

E a linha reta definida pelo eixo do 6rgéo de pontaria
(6tico ou eletromagnético)

15

Nomenclatura da trajetoria

= Ponto de queda (Q)

E o ponto definido pela intercecéo da trajetéria com o
horizonte da peca.

16
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Nomenclatura da trajetoria

= Velocidade de queda (V)
Velocidade restante no ponto de queda

17

" J
Nomenclatura da trajetoria

= Velocidade restante num ponto da trajetéria (V,)
E o valor da velocidade do projétil no ponto considerado

¢ :

18
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Nomenclatura da trajetoria

m Ponto de chegada (c)
E o ponto em que o projétil encontra o alvo

19

Nomenclatura da trajetoria

= Velocidade de chegada (V)
Velocidade restante no ponto de chegada

20

10
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Nomenclatura da trajetoria

m Vértice da trajetoria (V)
E o ponto mais alto da trajetéria
s

5

21

Nomenclatura da trajetoria

» Flecha ou ordenada do vértice (Y,)

E a ordenada do vértice da trajetéria medida do
horizonte da pega v

22

11
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Nomenclatura da trajetoria

= Angulo de sitio (s)
E o angulo compreendido entre a linha de sitio e o
horizonte da pega

23

Nomenclatura da trajetoria

= Angulo de tiro (a)
E o angulo compreendido entre a linha de tiro e o
horizonte da peca v

24

12
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Nomenclatura da trajetoria

» Inclinagéo da trajetéria num ponto (0)

E o angulo formado pela tangente a trajetdria nesse ponto
com a horizontal.

E positiva no ramo ascendente, negativa no descendente e

nula no vértice. =
@ O
v %

v,

25

" J
Nomenclatura da trajetoria

= Angulo de superelevagéo ()

E o angulo compreendido entre a linha de sitio e a
linha de tiro

L=

26

13
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" JEE
Nomenclatura da trajetoria

= Angulo de chegada (6,)

E o angulo formado pela tangente a trajetéria no ponto
de chegada com a linha de sitio.

27

" JE
Nomenclatura da trajetoria

= Angulo de queda (W)
E o angulo formado pela tangente a trajetéria no ponto
de queda com a horizontal.

N

28

14
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" JEE
Nomenclatura da trajetoria

= Alcance (R)
E a distancia da origem ao ponto de queda

29

Nomenclatura da trajetoria

= Abaixamento da trajetéria num ponto (A)
E a distancia vertical desse ponto a linha de tiro

Al <—m

30

15
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" JEE
Nomenclatura da trajetoria

m Duracéo do trajeto (t)
E o tempo gasto pelo projétil para atingir um ponto da
trajetdria.

31

Nomenclatura da trajetoria

m Duracéo da trajetoria (T)
E a duragao do trajeto referida ao ponto de queda.

TN

¥

32

16
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Nomenclatura da trajetoria

m Derivagao (d)
E o deslocamento lateral do projétil em relagéo ao plano
de tiro, devido ao seu movimento.

33

Nomenclatura da trajetoria

m Linha de projecéao
E a linha imaginaria constituida pelo
prolongamento do eixo do cano no momento
do tiro.

(Este conceito so6 tem significado para a pega real, na Ultima fase
de resolucdo do problema do tiro naval).

34

17
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" JE
Nomenclatura da trajetoria
n Trajetoria
m Linha de tiro
= Velocidade inicial

= Plano de tiro
= Linha de sitio

= Linha de mira

= Ponto de queda

= Velocidade de queda

= Ponto de chegada

= Velocidade de chegada

n Vértice da trajetdria

= Velocidade restante num ponto da trajetdria

35

" JE
Nomenclatura da trajetoria

= Angulo de sitio

= Angulo de chegada
= Angulo de queda

= Alcance

= Duracgao do trajeto

m Derivagcao

= Duracéo da trajetoria
= Flecha ou ordenada do vértice

= Inclinagcdo da trajetéria num ponto

= Abaixamento da trajetéria num ponto

36

18



Balistica e Tiro (parte 2)

3°Ano EN-AEL e FZ
V0.1 V.Lobo, EN 2020

" JE
Nomenclatura em Inglés

Vertical jump
Quadrant S
levati t S
leve 2
e ong < o™ I'rajectory
D

departure

< >
& e . . .
Quadrant N el Maximum ordinate

e Q“m \ /\*_,_, Line of fall
u? SN de
\ ) Base of|trajectory / T Angle of lit

= |
- ; ——— Angle of site
‘ ) Line

Angle of elevation e of Site

Vo=Muzzle velocity ‘ /_

Point of impact

Map range

-
\\\‘\‘ Level point

37

Trajetoria no vacuo

m  Considere-se um projétil disparado com
um angulo de elevagéo o e uma

velocidade inicial V, (m/s). Altitude Y
o

m  Segundo a primeira lei de Newton, um -
corpo em movimento mantém-no, em
linha reta e velocidade constante, a ndo
ser que uma forga externa seja exercida
no corpo. e

m Portanto, na auséncia de gravidade ou de
qualquer outra forga externa, o projétil
continuara com a diregdo e velocidade
inicial.

Alcance

38

19
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Trajetoria no vacuo

m O campo de gravidade terrestre, tem o efeito de atrair o projétil na
direcdo do centro da terra com a aceleragéo de g (m/s2).

m A aceleragao da gravidade varia com a altura de acordo com a
seguinte expressao:
g=& R+y

y — altura a qual se mede g

onde:

go — aceleragao da gravidade ao nivel do solo
R —raio da terra

m Qual a influéncia da forga da gravidade sobre a trajetdria dos
projeteis disparados por armas de pequeno alcance na nossa
latitude?

39

Trajetoria no vacuo

Vgt

Para armas de pequeno alcance e na nossa latitude, pode-se

gue toma o valor constante de g = 9,81 m/s2.

Durante o tempo t o projétil, sujeito a agao da gravidade, cai uma
altura BD = A = % gt

assumir que o campo gravitico € uniforme e produz uma aceleragao

40
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" JE
RevisOes de fisica e matematica basica
v 5
m Posicao x = (x,y,z) ’ !
VX
. — _dx __(dx dy dz
= Velocidade ¥ = — = (vy, v, v,) = (E’E’E)
soa =2 = = (9 Ly dL)
m Aceleragdo d = — = (ay,ay,a,) = (dt =
i.’ _ — - F
=ma=a= m Para resolver a equacao diferencial:
N = t_, N » Meétodos analiticos quando possivel
v=[d= fo adt+ v, + Métodos numéricos
. . t, . » Método de Euler
X=[v= fo vdt+ x, + Método de Runge-Kutta

41

" JE
Trajetoria no vacuo

m Apenas 1 forca, devido a gravidade

m Assume-se que a gravidade é constante e

m Calcule o abaixamento (A) provocado pela gravidade
sobre um projétil disparado no vacuo ao fim de 2
segundos.

Dados Formula Calculos
g =9,81m/s? Ax =Yg t? Ax =% x 9,81 x 22
t=2s Ax=4,905x4

AXx =19,62m

42

21
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|
Tiro horizontal >
Assumamos que:
y « Aterra é plana e imdvel;
* Agravidade é constante em grandeza
V| . ~
Yo 2 e diregao;
» Consideremos ainda que tudo isto se
h v passa no vacuo.
mg
w
o] Xuy X
As equagbes do movimento séo
d’x _ xX=vlt
‘fhw:O mal rrrrr :0 mdtiz_o o
Sin =—mg (ma,, =-mg| d’y l2
2r__py
dr? y= h -g—
As condigdes iniciais do projétil séo 2
v = [ﬂ) -y a = [&] -0 Solugéo das equacgdes do
X, =0 oo ld ), " oot ) movimento para estas
= 2 condigdes iniciais
Jo=d v‘:[dl] =0 a, = Lf) =-g
’ dt ), dt*
43

"
Tiro horizontal no vacuo

Por eliminagdo de t nas equagdes anteriores, resulta-nos a equacao da trajetéria

g
2v§

Fazendo y=0, obtém-se o alcance x,,

/2h
x(u = VO -
g

A duragéo do voo do projétil pode ser obtida fazendo y=0

t [2h
yzozh_gi t, = .|—
2 g

O angulo de queda, w, encontra-se recorrendo a tan(w) para y=0

y=h-— x’

\2gh N
tan @ = —(dlj =2 g2 X, = & ®=tan"' 2gh
dx ), 2v, v, v

44

22
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Vo

B0

" JE
Tiro angular no vacuo (tiro parabdlico)

m Consideremos agora um projétil de massa m langado no vacuo

com uma velocidade inicial v, e segundo um angulo 8, com a
horizontal, assumindo que:

A terra é plana e imovel;
A gravidade é constante em grandeza e diregéo;
Consideremos ainda que tudo isto se passa no vacuo.

mg

Xy X

45

Equagdes do movimento
” d’x
dt?
d’y
m =-m,
dt’ €

0

Condigdes iniciais do projétil

X =vytcos 6,
1,
y = v tsin Hofzgr

Tiro angular no vacuo (tiro parabdlico)

dZ.
X, =0 t )y LN
=0 2
Jo v, :[d—yj = v, sin 6, a, = d’y =-g
" d[ o Yo d[2

Solugao das equagbes do movimento para estas condigdes iniciais

Eliminando ¢

y=xtan 6,

_ gx 2 Equacao da
2‘)5 cos 2 90 trajetoria

46
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Tiro angular no vacuo (tiro parabdlico)

As coordenadas do vértice podem ser encontradas fazendo (dy/dt)=0

2
Vo .

Xy = — sin 8, cos 6y
g

2
Vo .
Vy = Esm2 O

O tempo de voo do projétil até ao vértice (dy/dt)=0

Vo .

t, = —Lsin 6,
g

Fazendo y=0, obtém-se o alcance x,,

2
vy .
x, = 2—Lsin 6, cos 6,

2]

A duragéo da trajetéria sera obtida fazendo y=0 (na solugdo) ou x=x,,

Vo
t, =2-"Lsin 6,

47

Tiro angular no vacuo (tiro parabdlico)
A ordenada no veértice é dada por

1
v, = wa tan 6,

A inclinagcdo em qualquer ponto da trajetoria

gt

tan § = tan , - —=>—
v, cos 6,

A velocidade restante, ou seja, no fim da trajetoria

v, = Vg 28y

A trajetéria é simétrica para um e outro lados do vértice, logo w=6,

48
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" JE
Propriedades da trajetoria no
vacuo

m A trajetoria no vacuo € uma parabola de eixo vertical
m O ramo ascendente e o ramo descendente sdo simétricos
m O alcance maximo corresponde ao angulo de projecédo de 45°

m Alcances iguais para angulos de proje¢do complementares (Ex.: 60°
e 30°)

m Abcissa do vértice é igual a metade do alcance
m Para pontos de igual ordenada igual velocidade restante

m Para pontos de igual ordenada inclina¢des iguais mas de sinal
contrario

m Peso, forma e as dimensdes do projétil ndo tém qualquer influéncia
na trajetdria no vacuo.

49

=" JEE
Tiro com resisténcia do ar

m Reduzindo as equagbes diferenciais do movimento do centro de
gravidade sob as restrigdes impostas no Problema Principal, as
forgas que atuam sob o projétil:

Peso do projétil;

Resisténcia do ar.

M — Posigéo do C.G. num dado instante
v — velocidade tangencial

D - forga de resisténcia do ar; no
problema principal é tangente a
trajetoria

mg — peso do projétil; no problema
principal é constante e atua segundo
0 X uma paralela ao eixo das ordenadas

A

50
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Tiro com resisténcia do ar
Projetando o movimento sobre os eixos ox e oy

d*x

m o = —-D cos ¢
2
ma;ﬁf:—Dsin 0 — mg

o X

Condigdes iniciais do projétil

X, =0 v, = [di) =v,cos 6,
e da ),

Yo =0 d

ty=0 v, =[l) =v,sin 6,
Yo dt 0

A integracéo das equacdes diferenciais do movimento fornecer-nos-a os valores das
coordenadas balisticas em cada ponto da trajetéria. Entretanto por ndo ser possivel a
obtengao de uma fungdo analitica para representar a resisténcia do ar, uma vez que
esta é funcao da velocidade ao longo da trajetéria, esta integracdo devera ser efetuada
através de métodos numeéricos de calculo.

51

" JE
Trajetoria plana e reversa

m [rajetoria plana é a curva descrita pelo
centro de gravidade do projétil que se
movimenta segundo as condi¢cdes do
Problema Principal (condi¢des ideiais).

m [rajetoria reversa € a curva reversa
descrita pelo centro de gravidade do
projétil no seu movimento real

52
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Resolver a trajectéria no vacuo e com

resisténcia proporcional a velocidade em

Questoes ?

Excel usando o método de Euler

53

Trabalho pratico

m Embora haja uma solugéo analitica no caso nao haver resisténcia, faga
uma folha de calculo que use o método de Euler para resolver as
equagdes de movimento

deltat
Vo
Angulo
k-resist.

t
ax
ay
VX
vy
X
y

038
200
60

0
0

9,8 -

100

173,2051

1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400
200

0
0

08

100
165

139

16

100
158
160
271

2,4

100
150
240
397

32

100
142
320
517

48

100
126

737

56

100
118
560
838

64

100
110

933

72 8

0 o0
98 -98
100 100
103 94,8
720 800
1021 1103

oooooooooooooooooooo
mmmmmmmmmmmmmmm
AR¥IB8IRIBLT8ITERBS

88 96 104 11,2 12
0 0 0 o0 o0
98 -98 98 -98 -98
100 100 100 100 100
87 79,1 71,3 634 556
830 960 1040 1120 1200
1179 1249 1312 1369 1420

12,8 136 144

0 0 0
98 -98 -98
100 100 100
47,8 399 321
1280 1360 1440
1464 1503 1535

(na coluna “C”)

T =+B6+$B$1
Ax=0
Ay =-9,8

Vx =+B9+B7*$B$1
Vy =+B10+B8*$B$1
X =+B11+B9*$B$1
Y =+B12+B10*$B$1

54
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Trabalho pratico

Peca/munic¢do Muzzle Velocity o
Walter PPQ 9mm (Parabellum) 408 u Se nao houvesse
Walter PPQ 9mm (S&W) 344 atm Osfera:
Walter PPQ 9mm (medido) 320
HK G3 7.62mm (c/ lote 1) 800 qua| seria o alcance
HK G3 7.62mm (c/ lote 2) 747
Morteiro &Lmm 267 de cada uma destas
T 1050 pegas ?
Orlikon 20mm 820 Qual seria a maior
Oto Melara 76 915 .
Oto Melara 30mm 1040 aItItUde que p0da
(B)bfuz dZOISSmm Z;i atlnglr ’?
oTors mm
Goalkeeper 1109 Qual o envelope de
Phalanx 1100 I . )
Peca de 100 (Mod.1968 CADAM) 867 alcance no vacuo -

55
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